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Harmoniske svingninger og
sammensat fjederkonstant

Formal

Formalet med gvelsen er at eftervise formlen for svingningstiden i harmniske
svingninger og ved samme lejlighed tjekke additionsreglerne for fjederkonstanter.

Apparatur
o fjedre
¢ lodder
o vaegt
newtonmeter

CBL afstandsmaler

Labpro

computer med softwaren Loggerpro

forspgsstativ

Fremgangsmade

Nogle lodder vejes, si deres masse(incl. ophzng og snavs mm.) er kend med
rimelig ngjagtighed. En Labpro tilsluttes newtonmeter og afstandsmaler, s3 man
kan male kraf og position samtidigt. Newtonmeteret hzenges op i et forsggsstativ
og afstandsmaéleren lsegges nedenunder. Fra newtonmeteret heenges et lod i en
eller flere fjedre. Lodet trackkes en smugle ned og slippes s8 en lodret svingn-
ing af loddet igangsaettes. En méleserie af samtidig position og kraft startes.
Afstandsmaéleren leverer ved samme lejlighed en maling af hastighed og accel-
eration.



MaAleresultater

Selve ma3leresultaterne er for rige pd data til at preesenteres i tabel. I stedet
preesenteres maleresultaterne i grafer. Tabellen er en guide til at se hvilke lod-
der, fjedre og opseetning, der er anvendt i de enkelte maleserier.

Serie | Masse | Antal fiedre | Opseetning | Newtonmeter

1 8lg 1 -
2 61lg 1 -
3 6lg 2 P I
4 81lg 2 P
5 3lg 2 s
6 3lg 1 -
7 6lg 1 -
8 8lg 1 -
9 8lg 2 P I
10 6lg 2 P
11 31g 2 P

12.a+b | -3lg 2 8

Tabel 1:Oversigt over opssetningen i maleserierne.

Graf 1: Maleresultater og bedste fit serie 1. Graf 2: Maleresultater og bedste fit serie 2.



Graf 7: Méleresultater og bedste fit serie 7. Graf 8: Maleresultater og bedste fit serie 8.
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Graf 12: Méleresultater og bedste fit serie 12a.

Graf 13: Maleresultater og bedste fit serie 12b.



Databehandling

En harmonisk svingning er en beveaegelse hvor positionen som funktion af tiden
kan beskrives ved fglgende formel.

z(t) = A sin(wt + 8) (1)

Hvor z er positionen, A er amplituden, w er vinkelfrekvensen og ¢ er en fasedrejn-
ing. Af formlen (1) kan man finde hastighed og acceleration ved at differentiere
en hhv. to gange.

z'(t) = wA cos(wt + §) (2)

z*(t) = —w? A sin(wt + §) (3)

Den resulterende kraft F.., pd et-legeme erlig med massen m gange accelera-
:tionen.
Fres(t) = —mw? A sin(wt + 0) (4)

Det er sddan indrettet at-en fjeder kan levere den kraft der skal til at drive
en harmoniske svingning. Kraften fra en udstrakt fjeder er nemlig proportional
med udstreekningen og: den virker  modsat retning af udstreekningen:

Frjeder(t) = —k z(t) (5)

Nar et lod heenger i en fjeder er den resulterende kraft imidlertid summen
af fjederkraften og tyngdekraften.

Fres = Ffjede'r +Eg
Hvor tyndekraften er lig med massen gange tyngdeaccelerationen.
Fyg=—-mg

En fjeder kan dog stadig levere den ngdvendige kraft til at drive en svingning,
hvis man i den harmoniske svingning inkluderer en parallelforskydning Ao.

z(t) = A sin(wt +8) + A (6)
Paralelforskydningen pavirker ikke hastigheden (2) og accelerationen (3) i bevaegelsen.
Fres = mz" ()

= —mw?A sin(wt + 8)

= —mw?z(t) + mw? Ay

= —kz(t) + kAo hvor k = mw?
=—k z(t) —mg hvis Ag = —%g—
= Fpjeder + Fy hvis k er fjederkonstanten



Fra ligning(6) kan man finde svingningstiden, da sinus er periodisk med
periode 2. 84 for en periode gzlder

(wt2‘+ (5) — (wt1 + 5) =2 =

2
T—_—tz—tl:—
w

Man kan isolere w via. fglgende

k:mw2=>w=ﬂ£
m

Hvorved man kan formulere svingningstiden 7 i termer af massen og fjederkon-
stanten.

=

2 2
T:tz—-‘t]_:g:—ﬂ;c ZZW Z (7)

m

Selve dataopsamlingen-foregr-i Labpro’en. Der fra kan data overfgres til en
computer via. softvaren Loggerpro. Man kan lave hele databehandlingen i Log-
gerpro eller man kan eksportere data til sit favorit matematik-program. Jeg
foretreekker matematik-programmet Matlab.

Fgrste opgave i databehandlingen et at-fitte modellen(dvs. ligning (6)) til de
opsamlede data for hver serie. Nar man har et seet data med begrsenset antal
datapunkter p4 en funktion, der er periodisk er det ngdvendigt med et manuelt
grovfit ellers vil man f& problemer med aliasing!. Jeg har skrevet en lille stump
matlabkode ”grovfit”til at vise hvor godt fitteparametrene passer til de ob-
serverede data. Nar man-kan se modellen og data sammen er det forholdsvis let
at lave et groft fit. Man skal bare huske p4 betydningen af de indgéende parame-
tre: A styrer udsvingets stgrrelse, Aqg styrrer den lodrette placering, 6 styrrer den
vandrette placering og w styrrer frekvensen. Derefter skal computeren fitte mod-
ellen til data. Det ggres ved hjalp af en lille stump kode ”errorfun”, der giver en
talveerdi for hvor godt modellen passer til data i form af summen kvadratet pa
afvigelsere. Denne talveerdi minimeres ved hjelp af matlabprogrammet ”fmin-
search”, der kan finde de parametre, der giver den mindste funktionsveerdi.

Groft fit:

1llige som vognhjul-effekten i gamle film.




Serie A w é Ag
T 0,675 45 102 0,51

2 0,095 | 5,1 3,0 0,65

3 0,07 7,3 0 0,84

4 0,077 6,4 14 0,75

5 9,11 4.9 3,3 | 0,61

6

7

8

0,037 | 71 | -1, |-0,81
0042 | 52 | 3.8 | 059
0042 | 445 | 1,7 | 645
9 | 0,066 | 6250 |-0,92]|072
10 | 0,055 | 7,3 | 39 | 0,79
11 | 00155 | 10,9 | 0 | 091
122 | 0,11 [ 48 | 3,0 | 6,56
12b | 007 | 48 | 1,3 | 056

Serie A w 1) Ap
1 0,0788 | 4,4329 | 0,3629 | 0,5182
2 40,1034 | 5,0922 | 3,1291 | 0,6562
3 0,0641 | 7,2795 | 0,0003 | 0,8302
4 0,0808 | 6,3478 | 1,5466 | 0,7571
5 01147 | 4,8089 | 34884 | 0,6040 |

-6
7
8

0,0379-| 7,0721 | -1,0004 | 0,8086.
0,0437 | 5,1647 | 3,8965 | 0,5957
0,0418 | 4,4672 | 1,6250 | 0,4507
9 | 0,0659- | 6,2582 | -0,9850-| 0,7150
10 |- 0,0516 | 7,2793 | 4,0343 | 0,7879
11 | 0,0150 | 10,8659 | 0,1541 | 0,9099
12a | 0,1220 | 4,7574 | 3,0365 | 0,5610
12b [0,0645 | 4,7692 | 1,3562 | 0,5556

Blandt disse modelparametre er bide A og d helt knyttet til den enkelte méling.
Idet A beskriver hvor langt der blev hevet ned i loddet inden det blev sluppet.
Og 6 beskriver hvornar loddet blev sluppet i forhold til tidstagningens start. Det
er altsé ikke dér fysikken-ligger. Ag kunne for s& vidt bruges til at sige noget om
hvor stiv fjederen/fjedrene er. Men hvis man ggr det er malingen behzaftet med
en fejlkilde:. Lodder med forskellige masser har ogsé. forskellige udformninger, s&
positionen af bunden af lodderne atheenger ikke kun af massen og fjederkonstan-
ten, men ogsi af loddets form. Til den videre databehandling fokuseres pa w.
I det fglgende udregnes svingningstiden 7 = 2m/w og fjederkonstanten for den

pageeldende opsztning k = muw?.




Serie | Masse | Antal fjedre | Opsetning w rT=2rfw | k=mw? | Kk
# kg # 1 Rad/s s N/m | N/m
1 0,081 1 - 443 141 1,59 1,59
2 0,061 1 - 5,09 1,23 1,58 1,568
3 0,061 2 ) 7,28 0,86 3,23 1,62
4 | 0,081 D > 634, 0,99 326 | 1,63
5 0,031 2 S 4,81 1,31 0,72 1,44
6 0,031 1 - 7,07 0,89 1,56 1,56
7 | o061 1 - 5.16 1,22 162 | 162
8 0,081 1 - 447 141 1,62 1,62
9 | 0,081 2 o 6,26 1,00 317 | 1,59
10 0,061 2 ) 7,28 0,86 3,23 1,62
11 0,031 2 P 10,9 0,58 3,68 1,84

12a | 0,031 2 s 4,76 1,32 0,70 | 1,40

12b | 0,031 2 ] 4,77 1,32 0,71 1,42

Nar to. eller flere fjedre anvendes samtidig kan deres samlede fjederkonstant
k findes ved at leegge de enkelte fjedrekonstanter sammen pa fglgende vis:

Parallelt:

k=ki+k+.-.

Serie:

FE R

S4 hvis to ens fjedre arbejder sammen parallelt bliver den samlede. fjederkon-

stant k = 2k;. Og nar de arbejder i serie bliver fjederkonstanten k = %l For at

. finde fjederkonstanten k; for en enkelt fjeder ma man altsé dividere den sam-
lede fjederkonstant med 2 nar fjedrene arbejder parallelt og gange med 2 nar de

srbeider i seri

Som det ses af figuren er fjederkonstanten for én fjeder rimeligt konstant. Hvilket
er indikator for at svingningstiden er godt beskrevet ved (7).



Fejlkilder

Der er -ikke taget-hgjde i hvilken.grad-de-anvendte fijedre er ens. Det er blot
antaget at de er helt ens! Der er heller ikke taget hgjde for fjedrenes egen masse!
De to fejlkilder kommer iser til udtryk i seriene med de mindste lodder, hvor
massen af fjederen bliver sammenlignelig med massen af loddet. Og hvor den
lille masse i gvrigt ggr malingen fglsom over for enhver fejlkilde.

Konklusion

Svingningstiden for en harmonisk ossilator, i form af et lod ophzngt i en fjeder,

er-godt beskrevet ved
[m
=9 —
T=2m [

Hvor den samlede fjederkonstant k kan findes ved nedenstiende, nar der ingér
to-eller flere fjedre.

Parallelt:
k=ki+k+...
Serie:

1 1
5= + % + ...



Appendiks

Matlabfiler
Errorfun

function out=errorfun(in,x,y);
ki=in(1) ;k2=in(2) ;k3=in(3) ; k4=in(4) ;
yy=kl*sin (k2. *x+k3)+k4;

out=sum ((y-yy)."2,1);

Bearb

data

%y €x)=k1xsin (k2 . *#x+k3) +k4

x=0;

y=0;

grovfit=[
0.075- 4.5 0.2.0.51
0.095 5.1 3 0.65
0.07 7.3 0 0.84
0.077. 6.4 1.4 0.75
0.11 4.9 3.3 0.61
0.037 7.1 -1 0.81
0.042 5.2 3.8 0.595
0.042 4.45 1.7 0.45
0.066 6.25 -0.92 0.72
0.055 7.3 3.9 0.79
'0.0155 10.9 0 0.91

0.11 4.8 3 0.56
0.07 4.8 1.3 0.56]1;
for N=1:9;
s=[’x=serie_00’ mat2str(N) ’(:,1)}; y=serie_00’ mat2str(N) ’¢:,3);’}
eval(s);
pause(0.1);
coef (N, :)=fminsearch(€@(inp) errorfun(inp,x,y),grovfit(N,:));
end
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for N=10:11;
s=[’x=serie_0’ mat2str(N) ’(:,1); y=serie_0’ mat2str(N) ’(:,3);°1;
eval(s)
coef (N, :)=fminsearch(@(inp) 'errorfun(inp,x,y),groviit(N,:));
+end '
x=serie_012a(:,1); y=serie_012a(:,3);
coef (12, :)=fminsearch(@(inp) errorfun(inp,x,y),grovfit(12,:));
x=serie_012b(:,1); y=serie_012b(:,3);
coef(13,:)=fminsearch(@(inp) errorfun(inp,x,y),grovfit(13,:));

winsize=[1 31 1024 666];
for N=1:9;
s=[’x=serie_00’ mat2str(N) ’(:,1);y=serie_00’ mat2str(N) ’(:,3);’];
eval(s); )
s=[’v=serie_00’ mat2str(N) ’(:,4);a=serie_00’ mat2str(N) ’(:,5);F=serie_00’ mat2str(N)
eval(s);
figure(N)
set(figure(N) ,’position’ ,winsize);

yy=coef (N, 1) .*sin(coef (N,2) .*x+coef(N,3))+coef (N,4);
vu=coef.(N,2) .*coef (N,1) .*cas(coef (N,2) . *x+coef (N,3));
aa=—coef(N,2) .72, *%coef (N, 1) .*sin(coef (N,2) . *x+coef (N,3));
s=[?Serie ’ mat2str(N)];

subplot (4,1,1)

title(s)

plot(x,y,’b.-?,x,yy,’r-7);

xlabel(’Tid [s]?)

ylabel (*Position [m]’)

stibplot (4,1,2)

plot(x,v,’b.=?,x,vv,’x-");

xlabel(’Tid [s]?)

1ylabel (“Hastighed [m/s]’)

subplot(4,1,3)

plot(x,a,’b.-’,x,aa,’r-%)

xlabel(*Tid [s]’)

ylabel (’Acceleration [m/s~2]7)

subplot (4,1,4)

plot(x,F,’k.-’);

xlabel(’Tid [s]?)

ylabel(’Kraft. [N]’)

end

for N=10:11;
s=[’x=serie_0’ mat2str(N) ’(:,1);y=serie_0’ mat2str(N) ’(:,3);’];
eval(s);
s=[’v=serie_0’ mat2str(N) ’(:,4);a=serie_0’ mat2str(N) ’(:,5);F=serie_0’ mat2str(N) ’(:
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eval(s);
figure(N)
set(figure(N),’position’,winsize) ;

yy=coef (N,1) *sin(coef (N,2) .*x+coef (N,3))+coef (N,4);
vv=coef (N,2) .*coef (N, 1) .*cos(coef (N,2) .*x+coef (N,3));
aa=—coef(N,2)."2.*xcoef(N,1).*sin(coef (N,2).*x+coef (N,3));

s=[’Serie ’ mat2str(N)];
subplot(4,1,1)
title(s)
Plot(x,y,’b.-’,x,yy,’°r-7);
xlabel(’Tid [s]l’)
ylabel(’Position [m]’)
subplot (4,1,2)
plot(x,v,’b.-?,x,vv,’r-7) ;.
xlabel(’Tid [s]°’)
ylabel(’Hastighed [m/s]’)
subplot(4,1,3)
plot(x,a,’b.-’,x,aa,’r-’)
x1label(’Tid [s]’)
ylabel(’Acceleration [m/s72]’)
subplot (4,1,4)
plot(x,F,’k.-");
xlabel (°Tid [s]’)
ylabel(’Kraft [N]’)
end
N=12;
x=gserie_012a(:,1);y=serie_012a(:,3);
-v=serie_012a(:,4) ;a=serie_012a(:,5);
F=serie_012a(:,2);
figure(N)
-set(figure(N) ,’ position’ ;winsize);

yy=coef (N,1) .*sin(coef (N,2) .*x+coef (N,3))+coef (N,4);
vv=coef (N,2) .*coef (N,1) .*cos(coef (N,2) .*x+coef (N,3));
aa=—coef(N,2) . 2.*xcoef(N,1).*sin(coef (N,2).*x+coef (N,3));

s=[’Serie 12a’];
subplot(4,1,1)

title(s)

‘plot(x,y, b~ ,X,yy,’r-’);
xlabel(°Tid [s]’)
ylabel(’Position [m]’)
subplot (4,1,2)
plot(x,v,’b.-’,x,vv,’r-’);

12



'xY¥abel(*Tid [s]?)

ylabel (’Hastighed [m/sl’)
subplot(4,1,3)
ploti{x,a,’>.~?,x,aa,’r-’)
xlabel(’Tid [s]l’)
.ylabel(’Acceleration [m/s~2]17)
subplot(4,1,4)
plot(x,F,’k.-7);

xlabel(’Tid [s]?)

ylabel (’Kraft [N1’)

N=13;

x=serie_012b(:,1) ;y=serie_012b(:,3);
v=serie_012b(:,4) ;a=serie_012b(:,5);
- F=serie_ 012b(:,2);

figure(N)

set(figure(N) ,’position’ ,winsize);

yy=coef (N,1).*sin{coef (N,2) .#x+coef (N,3))+coef (N,4);
vv=coef (N,2) .*coef (N, 1) .*cos(coef (N,2) . *x+coef (N,3));
aa=—coef(N,2)."2.*coef(N,1) .*sin(coef (N,2) .*x+coef (N,3));

s=[’Serie 12b°];
subplot(4,1,1)

title(s)
plot(x,y,’b.-’,x,yy,’r-");
xlabel(’Tid [s]’)
ylabel(’Position [m]’)
subplot(4,1,2)
plot(x,v,’b.~’,x,vv,’r-’);
xlabel(’Tid [s]?)
ylabel(’Hastighed [m/s]’)
subplot(4,1,3)
plot(x,a,’b.-’,x,aa,’r-’)
xlabel(’Tid [s]?)
ylabel(’Acceleration [m/s72]7)
subplot(4,1,4)

‘plot(x,F, k.-?);

xlabel (°Tid [s]’)
ylabel(’Kraft. [N]’)

Grovfit

N=11;
coef=[0.11 4.8 3 0.56];
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%s=[’x=serie_0’ mat2str(N) ’(:,1);y=serie-0’ mat2str(N) °(:,3);’];

Yeval(s);

Ys=[’v=serie_0’ mat2str() ’(:,4);a=serie_0’ mat2str(N) ’(:,5);F=serie_0’ mat2str(N) ’(:,2),
Y%eval(s);

x=serie_012a(:,1);y=serie_012a(:,3);

v=serie_012a(:,4) ;a=serie_012a(:,5);

F=gerie 012a(:,2);

figure(1)

set.(figure(l) ,’position’,winsize);

 yy=coef(1) :*sin(coef (2) .*x+coef (3))+coef (4);
vv=coef (2) .*coef (1) .*cos(coef (2) .*x+coef(3));
aa=-coef(2)."2.%coef (1) .*sin(coef (2) . *x+coef(3));

subplot(4,1,1)
plot(x,y,’b.-’ ,.x,yy,’r-’);
subplot(4,1,2)
plot(x,v,’b.~?,x,vv,’r-7);
subplot (4,1,3)
plot(x,a,’b.-’,x,aa,’r-’)
subplot (4,1,4)
plot(x,F,’k-");
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